Bolyai Kollégium Levelezfs Versenye

1. fordulo V. feladat — megoldas

Az egész oldalas koritésben a kovetkezd egy sor volt a feladat:

2z lenne a kérdés, hogy ha Akhilleusz alland6 sebességgel fut, te pedig nem a f6ldon, hanem a mozgo és
nyuld fonalon futsz utédna, a fonalhoz képest dllandoé sebességgel, akkor utol tudod-e érni?”

Ertelmezziik: el6szor rogzitsiik a vonatkoztatasi rendszeriinket Akhilleuszhoz, ebben a vonatkoztatési
rendszerben a fa a fonal rakotott végével egyiitt v sebességgel tavolodik a nyugvo Akhilleusztol, a vég-
telenbe és tovabb. Legyen a fa a t = 0 kezdeti idépillanatban az L helyvektort pontban ekkor a ¢
id6pillanatban az L + vi-ben lesz. A Vizipok pedig a fa és Akhilleusz kozott fesziil fonalon mozog, a
kérdés, eléri-e a host?

A feladat szovege szerint Vizipok a fonélhoz képest allando u sebességgel fut. Mekkora akkor a tényleges
sebessége? Jelolje x(t) a Vizipok helyvektorat ¢ idépillanatban, ekkor sebessége (mellyel Akhilleuszhoz
kozeledik):

V(t) =u— va_'(_tlt

Magyarazat: a negativ tag onnan szarmazik, hogy a gonosz fa el probalja huzni szegény Vizipokot v
(t)

L+t
sebességgel tavolodik a héstdl, u pedig a Vizipok fondlhoz viszonyitott sebessége. Lathato, hogy a Vizipok

sebességgel, de mivel a fonal egyenletesen nyulik, igy az x(t) helyen 1évé fonalrész mar csak v

t
sebessége folyamatosan né (mivel a Lx+ " arany folyamatosan csokken) (megj.: v, L, u értelemszertien
v
pozitiv)
A feladat megoldasahoz bevezetiink egy bolhat, ami még lusta is. Ez a bolha a kovetkezdket tudja: az
elején odaiiltetjiik a Vizipok mellé, ahol At ideig lustalkodik, majd feleszmél, és ugrik uAt-t Akhilleusz
fele. Majd megint lustalkodik At ideig, és utéana ugrik uAt-t Akhilleusz felé. Lathato, hogy a lusta

bolha végig a Vizipoktol lemaradva mozog (Ha a bolha egy adott lustdlkodasa kezdetén a pontban

volt, akkor egész lustalkodasa alatt allando v r sebességgel tavolodik. Ehhez hozzavéve az utana

x(t)
L+t
lenne a lustalkodas el6tti pillanatban z-ben. De a Vizipok sebessége a At idGtartam alatt nétt, igy

atlagsebessége magasabb a bolhaénal, tehéat a bolha lemaradt.)
Tehat, ha megmutatjuk, hogy a bolha is eléri Akhilleuszt, azzal megmutattuk, hogy a Vizipok is. Jelolje
a bolha helyzetét x,, az n-edik esemény utén (esemény: lustdlkodas vagy ugras):

kovetkez6 ugrast, atlagsebessége a lustalkodés -+ ugras alatt w — v ami pont a pok sebessége

ro =L, x1 = L +vAt, 2o = L + vAt — ult...

Ton L+ (n+ 1)vAt

n = d&2n Al——— = n
Tant1 = Ton + U L + nvAt 2 L + nvAt

Ton = T2p—1 — uAt
A jelolések egyszertisitése ajanlott: Ly = L + kvAt, V = vAt, U = uAt, Gjra leirva az elézSeket:

.’EOZL(), x1:L+V7 ZL'Q:L+V—U
Tan Ly
Ton41 :m2"+VLin sznT:l

Top = Tan—1 — U



Irjuk fel az elsé néhany tagot:

xo = Lo
T1 LO%
T2 :LO%—U
T3 = (Lo% —U)% _LO% U%
$4=Lo§—z —U%_U

Vegyiik észre, hogy:

n+1 1
Tont1 = Lpy1(1=U Z I =

Ez teljes indukcioval igazolhato:
Kezderi feltétel: n = 1-re igaz.
Indukcios 1épés:

n+1 1
ZTong1 = L1 (1-U Z 7 —)
n+1 1
To(ny1) = Tang1 — U = L1 (1 =U Z I, —)—-U
Ln+ ntl 1 Ln+2 ntl 1 Ln+2

L2(n+1)+1 :l’2(n+1)L j =(Lnn(1-U Z L; —)-U) =Lyp2(1-U Z L —)-

Ln+1 Ln+1

1 n+2 1

) = Lni2(1 UZ )

+
To(nt1)41 = Lnya(l — Z: L )

n+1
Ez azért jo, mert ha (1 —U > —) < 0, az azt jelenti, hogy a bolha (és igy a Vizipok) elérte

=1 L
Akhilleuszt.
1 UnJrl 1 <n+1 1
(1-vE Do) = (5E 1)

i=1
n+1 1
Emlékezziink vissza, hogy Lr = L + kvAt egy pozitiv valosakban haladé szamtani sorozat, igy > I
=1

minden hataron tilng, tehat létezik olyan n, amelyre a feltétel teljesiil, és igy a Vizipdk el kell érje
Akhilleuszt, akkor is, ha sétal.

Felmeriil a probléma: pontosan mikor éri utol? A feladatnak nem volt része ennek megvalaszolasa, de a
teljesség kedvéért ez a kovetkezsképpen szamolhato (magasabb ismereteket hasznalva):

Jeliilések ugyanazok, z(t) a pok hely-idé fiiggvénye, ennek idG szerinti els6 derivaltja a sebessége (bolha
nincs). Ekkor felirhaté a

e _ @
dt ~ L+t




segédvaltozot (minket

x
differencidlegyenlet, ami sajnos nem szeparabilis, de bevezetve a h = T 1ot
v

ugyis csak az x = 0 érdekel, ami ekvivalens h = 0-val):

@—(v T ) 1 VT _ u
dt L+t

L+uvt (L+ot)2 L+t

maér szeparabilis, szeparalva a valtozokat:

U
L+ vt

dh = — dt

integralva a két oldalt:

h+c= fgln(L + vt)
v

=1

I

felhasznalva, hogy h(0) =

c= —gln(L) -1
v

h=1+2n(L) — Lin(L + vt)
v v

U
_1 —
h = +vln( )

L+ vt

amibdl:

v =h(L+vt)=(1+ %ln( N(L + vt)

L+t

Innen méar kiszamolhatjuk, hogy mikor ér a pok a 0-ba (ha odaér egyaltalan, bar azt mar egyszer

kiszamoltuk):

))(L+vt) =0

u
1+ -1
( +Un(L+vt

1+ Zin( )=0

v L+ vt

Tehéat ennyi id6 alatt éri utol Akhilleuszt.



